DIE HESSISCHE UND DIE CAYLEY'SCHE CURVE*®

VON

PAUL GORDAN

Herr WHITE hat die Curven untersucht, welche mit einer gegebenen Curve 3ter
Ordnung die Hessische A und die Cayley’sche s gemein haben. Im Anschluss
an diese schone Arbeit werden hier die Curven

A und 3
aufgestellt, deren Hessische und Cayley’sche Curven gegebene Curven 3ter
Ordnung
) S(x) resp. f(u)
sind.

Wihrend die A und s den f° eindeutig entsprechen gilt diess im Allgemeinen
keineswegs von den A und s. Je nach der Beschaffenheit von f kinnen ver-
schiedene Fille eintreten. Entweder entsprechen 3 verschiedene A, s, oder
eine, oder ganze Schaaren, oder endlich keine solche Curven.

§ 1.
Unterscheidungsmerkmale der Curven Ster Ordnung.

Die wesentlichsten Unterscheidungsmerkmale fiir Curven 3ter Ordnung f bie-
ten die Anzahl ihrer Doppelpunkte und Riickkehrpunkte und das Verschwinden
ihrer Invarianten. Hat f mehr als einen Doppelpunkt so zerfillt es in Curven
niederer Ordnung. _

§ 2.
Fintheilung der Curven 3ter Ordnung.

Man kann nach diesen Merkmalen die Curven 8ter Ordnung in 10 Arten:
eintheilen, welche wir durch
) 01’ 02""’ 010
bezeichnen und so definiren :
1. Die C, haben keinen Doppelpunkt. Die Invariante § verschwindet nicht.
2. Die C, habern keinen Doppelpunkt. Die Invariante S verschwindet.
8. Die C, haben einen Doppelpunkt.
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P. GORDAN: UBER CURVEN DRITTER ORDNUNG 403

4. Die C, haben zwei Doppelpunkte. Sie zerfallen in einen Kegelschnitt
und eine ihn in 2 Punkten schneidende Gerade.

5. Die C, haben 8 Doppelpunkte. Sie zerfallen in 8 Gerade, die ein Dreieck
bilden.

6. Die C, haben einen Riickkehrpunkt.

7. Die C, zerfallen in einen Kegelschnitt und eine ihn beriihrende Gerade.

8. Die C, zerfallen in 3 Gerade, welche sich in einem Punkt schneiden.

9. Die C, arten in 2 Gerade aus, deren eine doppelt zu rechnen ist.

10. Die C,, arten in 1 Gerade aus, welche dreifach zu rechnen ist.

§ 3.
Die Normalformen der C.

Bei passender Wahl des Coordinatensystems lisst sich die Gleichung einer
Curve 3ter Ordnung vereinfachen. Fiir verschiedene Curven bedarf man dazu
verschiedene Coordinatensysteme. Die einfachsten Formen der Gleichungen
der C nennen wir ihre Normalformen und wihlen als solche die folgenden :

C =u} + a} + =% + 6mxxw,;
Ot + 23+ of
O, = x} + = + 6,22, 5
C,= 2 + braw,;
C, = 6w, ;
C, = 3xx] + x5 ;
C, = 3xx} + 3xlx, ;
Cy=u} + x;
C,= 3axlx,;
C,=12.
In den folgenden Paragraphen werden die Werthe der Covarianten

A, s
und der Invarianten

S, T, R

dieser Normalformen angegeben und sodann ihre charakteristischen Beziehun-
gen aufgestellt.
§ 4.

Die Hessische Form der Normalformen.
A( 01) = - sz(wf + wi + wg) + 6(2m3 + 1)“1‘”1%5
A(C)) = b, ; ’
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A(Cy) = — 6(x; + «}) + 12z, ;
A(C) = — 6x} + 12z 2, ;

A(C,) = 12z, ;

A(Cy) = — 6l ;

A(C) = — 6x3;

A(Os = A(Os) = A(Olo) =0.

§ 5.

Die Cayley’sche Form der Normalformen.
8(C) = — bm(u} + uj + u) + 6(4m® — Dyuuu, ;
8(C)) = — buu,uy;

8(C,) = — 6u? + 24uuu,;
s(C) = 24uuu, ;

8(Cy) = 24uu,u, ;

8(Cp) = — 6ulu,;

§(Cy) = — 3ug;

8(Cy) = 8(Cy) = s(C,,) = 0.

§ 6.
Die Invariante S der Normalformen.
§(C)) = 24m(m® — 1);
8(Cy) = 8(C) = 8(C)) =24;
8(Cp) = §(C) = 8(C) = 8(Cy) = S§(C) = §(C,)=0.

§ 7.
Die Invariante T der Normalformen.
T(C) =6 (8m®+ 20m* —1);
T(C)=—6;
T(C)=T(C)=T(C,)=48;
T(Cy)=T(C) = T(C) =T(Cp)=T(C,) =0.

§ 8.

Die Invariante R der Normalformen.
RB(C) =36 (8m® 4 1)*;
R(C)=386;
B(C)=R(C)=-.-=B(C,)=0.
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§9.
Relationen zur Charakterisirung der Arten C.

Die 10 Arten C, der Curven 3ter Ordnung f sind im § 3 im Wesentlichen
geometrisch definirt worden. 'Wir wollen nunmehr die Relationen hinschreiben-
welche zwischen ihren Covarianten und Invarianten bestehen, wenn f einer be,
stimmten Art angehort.

1. Fir C, R0, S+0.
2. Fir C, R0, S=0.
3. Fiir C, R=0, N=T7s—8t=0.
4. Fir C, Im=o0, (SAu)%0.
5. Fir C, (Auy=0, S=40.
6. Fir C, S=T=0, K<40.
7. Fir ¢, S=T=K=0, A%0.
8. Fiir C, A=0, F = (00u)+0.
9. Fir C, A=F=0, ©0%0.
10. Fir O, 0=0.
§10.

Definition des Normaldreieckes.

Hat man aus diesen Relationen zwischen den Coefficienten der Gleichung der
Curve 3ter Ordnung f erkannt, zu welcher Art sie gehort, so handelt es sich
darum, sie in die Normalform zu transformiren. Diess geschieht, indem wir ein
Dreieck angeben, auf das bezogen sie in der Normalform erscheint. Ein solches
Dreiecknennen wir Normaldreieck und bezeichnen seine Seiten durch x,, x, , x,
und seine Ecken durch u , u,, v, Den einzelnen Arten C von f entsprechen
verschiedene Normaldreiecke. Die der C, sind die Wendedreiecke.

Die Normaldreiecke der 5 ersten C sind in endlicher Anzahl vorhanden ; die
der 5 letzten Arten treten in Schaaren auf. In den folgenden Paragraphen
werden die Normaldreiecke fiir die einzelnen C bestimmt.

§ 11.
Die Up und die VP
Die Produkte der Seiten und die Produkte der Ecken des Normaldreiecks von
C, bezeichnen wir durch

U(C,)=amm,; V(C,)=uuyu,.
Sie haben fiir die 5 ersten € die Werthe :
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UC)=«xf+2A wo &*— SN — 2T\ — L8\ =0 ;
U(C)=4a, V(C)=s;

V(C,)=388t+5T1s;

V(C)=s8, U(C)=s(s)=4S+34TA;

Uc)=s.

Die Cayley’schen Curven der U und V sind die entsprechenden ¥V und U.
Die Berechnung von U (C)) erfordert die Auflésung einer Gleichung 4ten
Grades, die der andern C nur lineare Gleichungen.

§ 12.
Bestimmung der Normaldreiecke der & ersten C.

Durch Spaltung der Produkte & und V in ihre Faktoren erhiilt man die Sei-
ten und die Ecken der Normaldreiecke. '

Bei
c, q, C,

5

bedarf man hierzu die Auflésung einer kubischen Gleichung.
Bei C, ist
V=ul=388t+ 5Ts=wuuu,,
und
II = uf =Ts— St 3

der Cubus der Ecke u,. Die Ecken u, und u, findet man durch Spaltung des
Produktes :
w vl = wu,,
oder auch des Produktes :
3ulv, - v? — BuWl - uw, + viud = wu, v3.
Bei O, ist
U= 38 + 37A = p} = v,
und
Tf — SA = 3.
Die Seiten «, und «, findet man aus dem Produlkte :
wr'pl = sy
oder auch aus dem Produkte :
Spip, Y1 — 3Py wYy + Pyl = 2y YE -
Im Ganzen erfordert die Aufstellung der Normaldreiecke
1) bei C, eine biquadratische und eine kubische Gleichung ;

2) bei C, und C; eine kubische Gleichung ;
8) bei C, und C, eine quadratische Gleichung.
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§ 18.
Bestimmung der Normaldreiecke der & letzten C.
Zu den 5 letzten C gehdren Schaaren von Normaldreiecken :
Xy By By3 Uy Uy, Uy

Fiir sie haben die Produkte U/ und 7V keine besondere Bedeutung. Wir wollen
die bestimmbaren Stiicke einzeln berechnen. '

1. Das Normaldreieck von C .
Die Ecke », und die Seite x, bestimmt man aus
= — 8x2u?,
und die Ecke u, und die Seite «, aus

— 2 2
§ = — buly,, A= —6xl,,
oder auch aus

Bupv, + 2upd = — 6unl, 3AJ:A;y2 —_ 2A§w2 = —6xy3.
2. Das Normaldreieck von C, .
Die Ecke u, und die Seite 2, bestimmt man aus
8= —38u}, A= —6x};

®, ist eine beliebige Gerade durch w,; u, ist der weitere Schnittpunkt von x, mit
J'; und x, ist die Tangente, welche /' im Punkte u, beriihrt.

8. Das Normaldreieck von Cj .
Die Ecke », und die Seiten «, und x, bestimmt man aus

0 = — 2ulww,;
x, ist eine beliebige Gerade.

4. Das Normaldreieck von C, .
Die Ecke u, und die Seite «, bestimmt man aus

= 202
0 = — 2ulal,
= a3 2,
S=a+ 3xlx,,

2, 3.0 — 33w
8aal-y, — 2a} o, = 3y} o,

und die Seite x, aus

oder auch aus

w, ist eine beliebige Gerade.

5. Das Normaldreieck von C,.
Die Seite «, bestimmt man aus
f = wf .
Die Seiten x, und «, sind beliebige Gerade.

Zur Aufstellung der Normaldreiecke der 5 letzten C ist hochstens eine quad-
ratische Gleichung nothig.
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§ 14.
Die Arten der Hessischen und der Cayley’schen Curven.

In §§ 4 und 5 sind die Hessischen und Cayley’schen Curven der Normalfor-
men aufgestellt worden ; wir entnehmen daraus die Arten, denen sie angehdren
und stellen die Resultate in diesen Tabellen zusammen.

1. Die Arten der Hessischen Curven.

Die C, und C, sind Hessische Curven der C,.

Die C, sind Hessische Curven der C, .

Die C, sind Hessische Curven der C,.

Die C sind Hessische Curven der C, und C,.

Die C, sind Hessische Curven der C.

Die C,,sind Hessische Curven der C).

Die C;, C,, C, sind keine Hessischen Curven .

2. Die Arten der Cayley’ schen Curven.

Die C, und C, sind Cayley’sche Curven der C,.

Die C, sind Cayley’sche Curven der C,.

Die C; sind Cayley’sche Curven der C,, C,, und C;.
Die C, sind Cayley’sche Curven der C,.

Die C,;sind Cayley’sche Curven der C,.

Die C,, C;, C,, C, sind keine Cayley’schen Curven.

In den letzten Formeln entstehen die ' linker Hand aus denen des § 3 in-
dem man die 2 durch w ersetzt.

§ 15.
Die Arten der Curven A und 3.

Diese Tabellen setzen uns in den Stand die Arten der Curven A und § anzu-
geben, welche zu den Curven 8ter Ordnung gehoren.

1. Die Arten der A.

Die A der C, und O, sind Curven C,.

Die A der O, sind Curven C,.

Die A der C, sind Curven C,.

Die A der C, sind Curven C, und C,.

Die A der C, sind Curven C;.

Die A der C,, sind Curven C,.

Zu den Curven

G, G, C,

gehoren keine A .
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2. Die Arten der s .

Die s der C, und C, sind Curven C,.
Die s der C, sind Curven C,.

Die 5 der C sind Curven C,, C,, C,.
Die s der C, sind Curven C,.

Die s der C,; sind Curven C,.

Zu den Curven

G, G, C, C,

gehoren keine s.
' § 16.
Definition der Moduln der Curven A und .
Die linken Seiten der Gleichungen der Curven :

A(f)=0; 3f)=0,
sind bis auf Faktoren bestimmt, die im Allgemeinen von den Coefficienten von
f abhingen. Ist _ _
A(f):‘v; s(f)=w,
A@) = Of5 s(w)= C,f.

Die Faktoren C, und C, nennen wir die Moduln von A und 3 und bezeichnen
sie durch

so hat man

C,= M(A(f)); C,=M(3(f)).

§ 17.
Die Werthe der A der Normalformen.
A 3 3 3 _14-2u%
é( C)= =z} +} + x5 + 6w, (m- —6,::*.) ;
A(C) = a}+ x4+ 23 + 6 e 0, O0=1-+2u%);

AC) = a}+a}— 18z, ;

A(C)= o —18xmux,;

A(C)) = — 18222, und lad + lad + 13 ;

A(C)= Smal+ai;

A(C)= Bxal + 3ralx,.

Es entsprechen

den Curven C, 3 Curven
den Curven C, 3 Curven
den Curven C, 1 Curve
den Curven C, 1 Curve
den Curven C, 1 Curve

B Bl bl Bl Pl

9
und ausserdem

den Curven C,, C,, C,, Schaaren von Curven A.
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Die Bestimmung der A der Normalformen erfordert bei den C, und C, die
Auflosung einer kubischen Gleichung; bei C, hat sie numerische Coefficienten.
Die iibrigen A(C) sind linear bestimmbar.

§ 18.
Die Werthe der 8 der Normalformen.
3(C) =} + x} + a + Gpawa, (m =%€_‘ul ;
3(C) =u} + o) + x} + bpx,x, (4p2=1);
8 C,) =} — uie + 6pax, ;
§(C,) =1} + L} + L@ und Aa? 4 Bu ., (43=1);

5(C) = Bt + hai s
8(0,) = 3xjw, + S ] .
In diesen Formeln entstehen die C' aus denen des § 3, indem man die « durch
die u ersetzt.
Den Curven C, und C, entsprechen je 8 Curven s, den iibrigen C Curven-
schaaren.

Die Bestimmung der
30, (0, (G

erfordert die Auflosung kubischer Gleichungen, von denen die beiden letzten
numerische Coefficienten haben. Die iibrigen s(C) sind linear bestimmbar.
§ 19.
Die Werthe der Moduln der A(C) und 3(C).
1. Die Moduln der A(O).

A(B(C)) = — 6

M(A(C)) = — 6p?;

M(A(Cy)) = —54;

M(A(C,)) = —b54;

M(A(C)) = — 54 und ULl
)
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2. Die Moduln der s(C) .

= —2)\;

(

(

( .
(8Cy)) = — 1], und 1;
(s(Cy)

(5(Cy)) = — 6.

§ 20.
Bestimmung der A und s mit Hiilfe der Normalformen.

Un die A und 35 einer Curve 3ter Ordnung f zu erhalten kann man sich der
Normalformen bedienen. Man transformirt # in die Normalform und berech-

net von dieser die gesuchten Curven. Hierbei sind diese Gleichungen erfor-
derlich :

—

. Fiir die C, 1 biquadratische und 2 kubische Gleichungen.
. Fiir die C, 2 kubische Gleichungen.
. Fiir die C, 1 quadratische Gleichung.
4. Fiir die O, 1 quadratische Gleichung.
. Fiir die C;
1) bei Bestimmung der A eine kubische Gleichung ;
2) bei Bestimmung der 5 2 kubische Gleichungen, deren eine
numerische Coefficienten hat.
6. Fiir die C, und C,; bedarf man keine Gleichungen hoheren Grades.
Fiir die Arten

e o

[y

03, C, -, C

10

empfiehlt sich die Benutzung der Normalformen.

§ 21.
Bestimmung der A und 3§ ohne Hiilfe der Normalformen.

Bei den C, und C, ist der Durchgang durch die Normalformen nicht zweck-
missig, weil er die Auflosung iiberfliissiger Gleichungen verlangt.
Die C, und C, haben keinen Doppelpunkt, bei ihnen ist

R=T'—1840.

Bei ihnen wollen wir die A und s direkt berechnen, indem wir der Reihe nach
diese Formen bestimmen :
1. Die absoluten Invarianten :

u(B) , u(s) (u=T?).
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2. Die Invarianten :
T@A), 8%A), R@A), T(), 8%5), RE).

8. Die A und 5 selbst.
Nur die Berechnung der absoluten Invarianten erfordert die Auflosung einer
kubischen Gleichung, die iibrigen Formen werden daraus linear bestimmt.

§ 22.

Einige Covarianten und Invarianten von A und s.

~

Die einfachsten Covarianten und Invarianten von f sind
A,s,t, S, T, R.

Wir entnehmen die Werthe' einiger von ihnen, fiir A und s gebildet, dem Auf-
satze, Mathematische Annalen, Bd. 6.

12A(A)= S — 4TA;
12 S(A) =877 — §°;

72 T(A)= 88T — 16T
12°R(A) = — S°R;

1) 2
3 s(8)=S8%+2TA;
9 t(s)=28Tf+(8°—2T7A;
88 (s)=8*+2T1%;
9T (s)=388T—21".
(2) R(s)= —28°R*.
‘Wir setzen daraus diese Formeln zusammen.
(v —8)
(3) wWA) = —3 3 (3u 16)2 5
T(A) u—
@) T==56%@®) BT
5) 8% = 12A(A) + 4TA;
u + 2)°
© ) = 3 g
T(s) w+2
™ T=SS(s) Bu—2°

8) S’Rf = (T* — 8% s(s) +3T¢(s) .
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§ 23.
Die den C, und C, entsprechenden Curven A .

Ersetzt man in den Formeln 1, 3, 4, 5 des §22 die Form A durch £ so
gehen
8, T, R, w, f, A, §4), T@A), RA), ud), AA)
in
S@), T@), R@), w@A), A, f, S, T, R, u, A
iiber und man hat _

12°R = — SYA)R(A)+ 0,

" (u&) — 8)°
"~ (8u(a)—16)"’
— T wA)—8
na)=-6 S 3u(A) — 16’
9) S*A)A = 12A + 4T(@A) f.
§ 24.

Die den C, und C, entsprechenden Curven s.

Ersetzt man in den Formeln 2, 6, 7, 8 des § 22 die Form s durch f, so gehen
) S, T, R, wu, f, s, 8s), T(s), B(s), u(s), s(s)~, (s)
in
8@y, T(s), R(Gs), u(s), s, f, S, T, R, u, s, t
iiber und man hat

R = —18%)R*(s)+0,
5 + 2
u=3 —(:f(—gl—i_)_za
(8u(3)—2)

r®=3 g 315(82)+ y
(10) SE)RE)E = (17°(5) — 18())s + 3T ().
§ 25.

Endgiiltige Umgranzung der Sdtze tber Tripel von Curven.

Den Sitzen, auf die sich die Untersuchungen des Herrn WHITE beziehen, nim-
lich: «Es giebt Tripel von Curven welche mit f die Hessischen und Tripel
welche mit f/ die Cayley’schen gemein haben,” entspricht nach (9) und (10)
(8§ 28, 24) der Satz:

Zu jeder Curve 0 und C, gehoren 8 Curven A und 3 Curven 3.




